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В статье показана математическая модель, описывающая 

напряжения и деформации асфальтобетонного пакета при неравно-
мерном поднятии поверхности покрытия. Основная цель рассматрива-
емого исследования заключается в обеспечении качества проектирова-
ния морозоустойчивых нежестких дорожных одежд. Для реализации 
цели исследованы деформации, возникающие в дорожном покрытии при 
неравномерном пучении грунтов земляного полотна. Построена схема 
деформации участка дорожного покрытия в результате неравномер-
ного пучения грунтов земляного полотна. Разработанная модель позво-
лит определять допускаемые значения поднятия поверхности покры-
тия с учетом различных факторов, которые необходимы для более ка-
чественного проектирования морозоустойчивых нежестких дорожных 
одежд. 
Ключевые слова: математическая модель, дорожная одежда, напря-
жение, деформация, поле перемещений. 

 
Основными видами воздействий, вызывающими появление в па-

кете асфальтобетонных слоев (далее асфальтобетонный пакет) напря-
жений и деформаций в зимнее время, являются: 

• транспортные нагрузки; 
• температурные колебания; 
• деформации нижележащих слоев дорожной конструкции (в 

результате пучения грунтов земляного полотна). 
Вышеперечисленные виды воздействий могут возникать одно-

временно или по отдельности. Условия действия того или иного факто-
ра, величины возникающих напряжений и их продолжительность пол-
ностью зависят от конкретных условий и не являются постоянными. 
Напряжения и деформации, возникающие в дорожной конструкции в 
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результате действия эксплуатационных нагрузок, зависят от реологиче-
ских свойств применяемых материалов. Чтобы сформулировать требо-
вания к реологическим свойствам битумоминеральных материалов (в 
том числе асфальтобетон) при отрицательных температурах, необходи-
мо выделить наиболее опасные (критические) режимы воздействия ука-
занных факторов, которые могут быть приняты за расчетные при проек-
тировании нежестких дорожных одежд [1]. 

Согласно исследованиям к.т.н. С.В. Бельковского [2], наиболее 
неблагоприятным фактором, вызывающим критические деформации в 
покрытии в зимнее время, является неравномерное его поднятие в ре-
зультате пучения глинистых грунтов земляного полотна. 

В [3] показаны, какие пределы неравномерного поднятия покры-
тия можно допустить, чтобы избежать образования трещин на покры-
тии. В той же работе предложены общие толщины дорожных одежд ис-
ходя из необходимой прочности. Однако с учетом возрастающих требо-
ваний к ровности покрытия рекомендовано рассматривать допускаемые 
значения поднятия поверхности покрытия исходя не только из прочно-
сти, но и ровности. 

Наиболее интересны исследования в области напряженно-
деформированного состояния дорожных одежд [4-6]. Однако следует 
отметить, что моделировалось краткосрочное действие нагрузки от ко-
леса автомобиля на покрытие (около 0,1 с), а процесс деформирования 
покрытия в результате пучения грунтов земляного полотна продолжает-
ся весь зимний период с постепенным нарастанием напряжений и де-
формаций в дорожной одежде. 

Среди задач, решение которых связано с оценкой неравномерно-
сти поднятия поверхности покрытия, одно из важных мест занимает 
освещение вопроса о допускаемой величине поднятия поверхности по-
крытия исходя из необходимой ровности в продольном направлении. 
Несмотря на очевидную теоретическую и прикладную значимость ха-
рактера изменения допускаемой величины поднятия поверхности по-
крытия, исходя из необходимой ровности в продольном направлении, ее 
изучению не уделялось достаточного внимания, о чем свидетельствуют 
сведения, опубликованные в работе [7]. 

С целью исследования данного вопроса специалистами Томским 
государственным архитектурно-строительным университетом разрабо-
тана математическая модель, характеризующая напряжения и деформа-
ции в асфальтобетонном пакете в результате пучения грунтов земляного 
полотна в зимний период. В настоящее время для описания напряжен-
но-деформационного состояния используют нелинейно-упругий и упру-
гопластический методы. Модель идеальной упруго-пластической среды 
использовалась при решении различных задач механики грунтов и, в 
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частности, нашла эффективное применение при решении смешанной 
задачи теорий упругости и пластичности грунтов [8]. 

Решение смешанной задачи [8,9] должно удовлетворять в обла-
стях допредельного (упругого) и предельного напряженных состояний 
одним и тем же уравнениям равновесия, геометрическим соотношени-
ям, но различным в этих областях физическим уравнениям и условию 
предельного равновесия в пластической области. При этом в процессе 
решения должна быть найдена упругопластическая граница, разделяю-
щая области упругого и предельного равновесия. В такой постановке 
смешанная задача может быть решена только численно. 

В основе математической модели лежат уравнения равновесия, 
которые в форме Коши имеют вид [8]: 

 

j
i

ij b
x

−=
∂
∂σ   ,     (1) 

где  
σij – компоненты тензора напряжения; 
bj – компоненты вектора внешних массовых сил; 
i, j – индексы, относящиеся к координатным осям. 
 
При записи уравнения (1) используется общепринятое в механи-

ке сплошных сред соглашение Эйнштейна о суммировании [10]. 
Для построения моделей деформационного поведения материала 

необходимо установить связь между девиаторами деформации dε  и 
напряжений ijijij pδ+σ=τ  [10], где гидростатическое давление 

iip σ−=
3

1
 является первым инвариантом тензора напряжения. Для изо-

тропных сред это соотношение не должно зависеть от выбора направле-
ния осей декартовой системы координат. В тензорно-линейных моделях 
такая связь задается соотношением: 

 
d

ij ij
Kε=τ 2   ,      (2) 

в котором K может зависеть от второго и третьего инвариантов девиа-
тора тензора деформаций εd. 

 
Тензор деформаций ε и его девиатор εd определяются соотноше-

ниями Коши: 
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В классических моделях предполагается зависимость K только от 
второго инварианта тензора деформации. В качестве вторых инвариан-
тов тензоров ε и σ удобно ввести параметры, характеризующие интен-

сивность сдвиговых деформаций dd

jiij
U εε= 2  и напряжений 

2/ijijT ττ= . Тогда из (2) вытекает следующее соотношение между 

инвариантами: 

UKТ =   .      (4) 

Если связь (4) установлена, то, подставляя ее в уравнения движе-
ния и присоединяя необходимые начальные и граничные условия, полу-
чим замкнутую систему для определения поля течения. 

Рассмотрим основные модели деформируемых упругих сред. 
Для абсолютно упругой среды предполагается линейная зависи-

мость между девиаторами деформаций и напряжений. При этом коэф-
фициент K имеет смысл модуля сдвига: K ≡ G . Таким образом, соотно-
шение (4) можно записать в виде: 

GUТ =    .      (5) 

Переходя к индексной форме записи, обобщенный закон Гука 
представим в виде [9]: 

ijijkkij Gε+δλε=σ 2   ,     (6) 

где  
λ – коэффициент Ламе. 

В случае жесткопластической среды Сен-Венана для коэффици-
ента K предполагается следующая зависимость от инварианта U  [9]:  
K = τS /U. Отсюда получим соотношения: 

sT τ=   ; Up d
sijij ij
ετδσ 2+−=   .   (7) 

Соотношения (7) справедливы в зоне пластических деформаций. 
При sT τ<  среда ведет себя как абсолютно твердое тело: U = 0. 

Модель упругопластической среды Прандтля является комбина-
цией модели абсолютно упругой среды Гука и жесткопластической сре-
ды Сен-Венана. В рамках этой модели предполагается, что ниже преде-
ла текучести τS поведение среды является упругим и описывается обоб-
щенным законом Гука, после достижения τS – пластическим и описыва-
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ется соотношениями (7). Для коэффициента K в этом случае предпола-
гается следующая зависимость от инварианта U  [9]: 
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Отсюда соотношения между тензором деформаций и тензором 
напряжений примут вид: 
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Подстановка соотношений (9) в уравнение равновесия (1) позво-
лит записать уравнения, определяющие поле деформаций  
и перемещений: 
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Рассмотрим случай плоского деформированного состояния, при 
котором перемещения могут быть записаны в виде: 

( )yxuu xx ,=   ;  ( )yxuu yy ,=   ; 0=zu   .  (12) 

Деформации в случае плоского деформированного состояния бу-
дут равны: 
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Компоненты тензора напряжений в рассматриваемом случае бу-
дут равны: 
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Система уравнений (11) в случае плоского деформированного 
состояния примет вид: 
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Для решения систем уравнений (16, 17) необходимо задать гра-

ничные условия. На нижней границе расчетной области (на подошве 
покрытия) зададим перемещения точек сплошной среды: 
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На верхней внешней границе покрытия перемещения точек ап-

проксимируются зависимостями: 
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На боковых границах предполагается отсутствие перемещений: 
 

0=x :   0=xu   ,  0=yu   ;  (20) 

Lx = :  0=xu   ,  0=yu   .  (21) 

Если деформации являются упругими ( sT τ< ), то система урав-

нений (16, 17) с граничными условиями (20, 21) имеет аналитическое 
решение. В этом случае уравнения (16, 17) можно записать в виде: 
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Продифференцируем первое уравнение из системы (22, 23) по x , 

а второе – по y , а затем просуммируем полученные выражения. В ре-
зультате получим: 
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Таким образом, объемная деформация в упругом изотропном те-

ле является гармонической функцией, удовлетворяющей уравнению 
Лапласа. 

Вычислим оператор Лапласа от уравнений (24): 
 

02
4

4

22

2

4

4

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y

u

yx

u

x

u xxx   ;   (25) 

02
4

4

22

2

4

4

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y

u

yx

u

x

u yyy
  .   (26) 

 
Из (26) следует, что каждая из компонент вектора перемещений 

является бигармонической функцией. 
С учетом граничных условий решение уравнений (26) будем ис-

кать в виде: 
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где 
( )yf , ( )yh  – функции, подлежащие определению. 

 

После подстановки решения (27) в уравнения (26) получим: 
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Решением уравнения (29) является линейная комбинация гипер-
болических функций: 
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( ) ( ) ( )yCyCyf xx μ+μ= chsh 21   ;   (30) 

( ) ( ) ( )yCyCyh yy μ+μ= chsh 43   .   (31) 

 
Определим собственные значения из решения биквадратных 

уравнений: 
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Из (33) следует: 
Lx

π=μ 2
 ; 

Ly

π=μ   . 

Для определения констант интегрирования воспользуемся гра-
ничными условиями (28, 29). 

На нижней границе должны выполняться условия:  

xuC 02 −= , yuC 04 = . 

Условия на верхней границе позволяют определить оставшиеся 
константы интегрирования: 
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Если в результате приложенной нагрузки возникают пластиче-

ские деформации, то система уравнений (16, 17) не имеет аналитическо-
го решения. Поэтому для решения необходимо использовать численные 
методы. Весьма удобным при этом является метод конечных элементов 
(МКЭ) [11]. При применении МКЭ можно легко проследить за развити-
ем пластической области по конечным элементам, материал которых 
перешел в предельное состояние. Основная идея метода конечных эле-
ментов заключается в следующем: сплошная среда или конструкция 
моделируется путем разбиения ее на небольшие области (конечные 
элементы), в каждой из которых поведение среды описывается с помо-
щью своего отдельного набора выбранных функций, представляющих 
перемещения или напряжения в указанной области. Целостность объек-
та обеспечивается взаимодействием конечных элементов в ряде точек, 
называемых узловыми точками или узлами. Математическое описание 
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взаимодействия конечных элементов в узлах приводит к построению 
системы алгебраических уравнений, к решению которой, в конечном 
счете, и сводится решение исходной задачи. 

На рис. 1 показана схема деформации участка дорожного покры-
тия. Для удобства рассмотрения исследуемый участок дорожного по-
крытия разбит на 200 блоков, каждый из которых содержит 500 конеч-
ных элементов. В недеформируемом состоянии эти блоки являются 
прямоугольными параллелепипедами (в сечении – прямоугольниками – 
рис. 1 а). После приложения нагрузки происходит изгиб дорожного по-
крытия (рис. 1 б). При этом участки, расположенные в центральной ча-
сти подвергаются растяжению в горизонтальном направлении, а на пе-
риферии – сжатию. В вертикальном направлении происходит сжатие 
элементов дорожного покрытия, причем максимальное сжатие испыты-
вают слои, примыкающие к нижней границе дорожного покрытия. 
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Рис. 1. Элемент участка дорожного покрытия: 

а) – до деформации, б) – после деформации 
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После определения полей перемещений ( )yxuu xx ,= , 

( )yxuu yy ,=  можно определить компоненты тензора деформаций ijε . 

На рис. 2 показано распределение деформации растяжения в горизон-
тальном направлении xxε . 
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Рис. 2. Распределение деформации растяжения  
в горизонтальном направлении εxx: 

u0x = 0,1 см; uНx = 1 см; u0y = 2,5 см; uНy = 0,125 см 
 
Из рисунка видно, что в верхней части дорожного покрытия де-

формации растяжения/сжатия в горизонтальном направлении достигают 
максимального значения. При этом в центре рассматриваемого участка 
в области, где величина приложенной нагрузки максимальна, происхо-
дит растяжение материала. В верхних левом и правом углах вследствие 
особенностей закрепления материала – сжатие. В нижних слоях величи-

на деформации εxx уменьшается и вдоль нижней границы близка  
к нулю. 
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Рис. 3. Распределение деформации растяжения  
в вертикальном направлении εyy : 

u0x = 0,1 см; uНx = 1 см; u0y = 2,5 см; uНy = 0,125 см 
 
Распределение деформации yyε , характеризующей растяже-

ние/сжатие в вертикальном направлении, представлено на рис. 3. Из ри-
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сунка видно, что материал в вертикальном направлении подвергается 
сжатию. Максимальные значения yyε  достигаются в центральной части 

вблизи нижней поверхности. По мере удаления от центра абсолютные 
значения деформации εyy уменьшаются. 
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Рис. 4. Распределение интенсивности сдвиговых деформаций U: 
u0x = 0,1 см; uНx = 1 см; u0y = 2,5 см; uНy = 0,125 см 

 
Сдвиговые деформации в материале удобно характеризовать ин-

тенсивностью сдвиговых деформаций dd

jiij
U εε2= , распределение ко-

торой представлено на рис. 4. 
Как видно из рис. 4, максимальные сдвиговые напряжения до-

стигаются в центральной части вблизи верхней границы. На краях вели-
чина интенсивности сдвиговых деформаций имеет наименьшие  
значения. 

С увеличением значений параметра yu0 , характеризующего ве-

личину деформации нижнего слоя дорожного покрытия, происходит 
значительный рост сдвиговых деформаций (рис. 5, 6), что может по-
влечь за собой потерю сплошности и разрушение верхнего слоя покры-
тия дорожной одежды. 
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Рис. 5. Распределение интенсивности сдвиговых деформаций U: 
u0x = 0,1 см; uНx = 1 см; u0y = 3,75 см; uНy = 0,125 см 
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Рис. 6. Распределение интенсивности сдвиговых деформаций U:  
u0x = 0,1 см; uНx = 1 см; u0y = 5 см; uНy = 0,125 см 

 
Можно предположить, что образование трещин происходит по 

смешанному механизму в результате двух противоборствующих про-
цессов упруго-хрупкого и вязко-пластичного разрушений. При более 
высокой вероятности разрыва адгезионных и когезионных связей растя-
гивающими напряжениями снижаются как величина предельной де-
формации, так и доля необратимой составляющей в момент разрушения 
асфальтобетона. 

Учтенные в математической модели особенности вязко-
пластичного и хрупкого разрушения асфальтобетонного покрытия поз-
воляют более качественно проектировать морозоустойчивые нежесткие 
дорожные одежды. Следует отметить, что рассмотренные в настоящей 
статье особенности формирования напряжений и деформаций покрытий 
в промерзающих дорожных конструкциях в действующем  
ОДН 218 046-01 [12] не учтены. 
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The article concerns a mathematical model describing stresses and 

strains of asphalt package when road pavement surface is being unevenly 
raised up. The main purpose of the represented research is to ensure the 
design quality of frost resistant flexible road pavements. With a view to 
achieving this objective the strains in the pavement when subgrade soils 
nonuniform heaving are studied. The scheme of a road pavement section 
deformation due to subgrade soils nonuniform heaving is developed. The 
elaborated model allows determining admissible values of road pavement 
surface raising, taking into account various factors, which are necessary for 
more qualitative design of frost resistant flexible road pavements. 
Key words: mathematical model, road pavement, stress, strain, displacement 
field. 
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